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Extremwertaufgaben

Josef M. Linger, Helmut Maletzke
BG/BRG St. Pélten

1. VORBEMERKUNGEN

Extremwertaufgaben, die als Anwendung der Differentialrechnung behandelt werden,
bereiten den Schilerinnen und Schilern oft erhebliche Schwierigkeiten

Vor allem bestehen unseren Erfahrungen zufolge diese im ,Start“ des Beispiels, in
einer geeigneten und zielstrebigen Wahl der Variablen, nach der spater zu differen-
zieren sein wird. Dartber hinaus werden sehr viele Fehler dann gemacht, wenn es
gilt, die anderen Variablen durch die zuerst gewahite auszudricken. Hier kommt es
viel auf die bisherigen mathematischen Erfahrungen an uns auch ,mathematische
Kreativitat“ kann gefragt sein! Haufig kann auch beobachtet werden, dass von keiner
Vereinfachungsmaglichkeit Gebrauch gemacht wird. Die Aufgabe wird dadurch kom-
plizierter. Vielen Lernenden ist die Bedeutung der gewahlten Variablen nicht bewuft.
Auch vollkommen unsystematisches und sinnloses Probierverhalten (,trial and error®)

kann beobachtet werden.

Mit dieser Beispielsammiung wollen wir Kolleginnen und Kollegen einen mdglichen
Weg aufzeigen, diese Aufgabengruppe im Unterricht zu prasentieren. Auch bessere
Schuler kénnen leicht entmutigt werden. Daher ist von besonderer Bedeutung, be-
hutsam vorzugehen, Angaben klar zu analysieren, die Rechnung in Teilschritte auf-
zugliedern und langsam den Schwierigkeitsgrad zu steigern. Dieses Kapitel erfordert
auch in besonderer Weise eine gute Vorbereitung durch den Lehrer.

Dabei scheint es sehr von Vorteil zu sein, dass die Textaufgaben, vor allem jene der
3. bis 5. Klasse, stets systematisch nach einer ,Losungsstrategie” behandelt werden
und der Lehrer immer darauf drangt, diese auch einzuhalten. Auch bei scheinbar
leichten Aufgaben sollte man diesen Grundsatz nicht Gber Bord werfen, sondern eher
versuchen gerade anhand solcher Beispiele die Strategie klar hervorheben. Andern-
falls ist der Einstieg bei schwereren Aufgaben sehr mihsam.

Einige Aspekte beim Aufbau des Kapitels:

« Wiederholung einer einfachen Textaufgabe, bei der die Teilschritte leicht Uber-
schaubar sind.

» Vergleich einer Textaufgabe mit einer Extremwertaufgabe. Die aligemeine Lé-
sungsstrategie ist auch flr den neuen Aufgabentyp anwendbar.

» Vollstindige Kurvendiskussion durchfGhren, um die besondere Bedeutung des
Extremwertes zu erkennen.

+ Besprechung der Problematik von Randextrema.

~ » Berechnung anderer Werte zu Demonstrationszwecken.

« Modelle zu Geometrieaufgaben, bes. bei rdumlichen Problemen.

~» Praxisbezug: Welche Extremprobleme kdnnen geldst werden?
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2. LOSUNGSSTRATEGIEN
fur Textaufgaben

1. Wahl der Variablen: Welche im Text vorkommende GrdBe soll als Variable ge-
wahit werden? Manchmal gibt es nur eine Mdglichkeit, oft auch zwei oder mehr.
Wichtig ist, die Bedeutung der Variablen nicht zu vergessen, also anschreiben. Es
erweist sich auch als glinstig, die Veranderlichen nicht nur mit x zu bezeichnen,
sondern ihrer Bedeutung entsprechend, z.B. t als Zeit bei einer Bewegungsauf-
gabe.

2. Grundmenge: Die Grundmenge ergibt sich auf Grund der Bedeutung der Varia-
blen und geht aus dem Text hervor. Auf sie sollte nicht verzichtet werden, um al-
lenfalls spateren Schwierigkeiten bei der Lésung vorzubeugen, z.B.: Wert auBer-
halb der Grundmenge, negative Abmessungen, Briche statt natirlicher Zahlen,
sinnlose Randextrema,...

3. a) Ausdriicken durch die gewahite Variable: Alle im Text vorkommenden Va-
riablen massen nun durch die in (1) gewahite Veranderliche ausgedrickt werden.
Dabei ist die unndtige Einfihrung einer zweiten Variablen (auch voribergehend)
zu vermeiden. In vielen Fallen erweist sich eine Tabelle als sehr zweckmagig,
z.B. bei Mischungsaufgaben (Mengen, relativer Gehalt an Salz, absoluter Gehalt
an Salz), Bewegungsaufgaben (Weg, Zeit, Geschwindigkeit), Zahlentheoretische
Aufgaben (Ziffern, Wert der Ziffern, Wert der Zahl). '

b) Welche GroBen kdnnen gleichgesetzt werden? Im Text kommt eine Gleich-
heitsbeziehung vor. Hat der Schiler nun in (3a) die einzelnen GroBen Ubersicht-
lich geordnet, so wird dieser Ansatz sicher leichter gelingen. Man erhalt nun durch
Gleichsetzung zweier Terme die gewinschte Gleichung fir die in (1) gewéhite

Variable.

4, Ldsung der Ansatzgleichung: Die Losung erfolgt nach dem Kalkal der Aquiva-
lenzumformungen und bietet im Rahmen der Textaufgaben eher weniger Schwie-

rigkeiten.

5. Angabe der Lésungsmenge: Allgemein wird man eine Zahl erhalten. In vielen
Fallen stellt diese Zahl aber noch nicht die gesamte Antwort auf die im Text ge-
stellte Frage (Fragen) dar. Daher kann es auch erforderlich sein, aus dieser einen
Zahl noch weitere Aspekte der gesamten Antwort zu berechnen.

6. Formulierung der gesamten Antwort: AbschlieBend soll eine im Idealfall auch
sprachlich einwandfreie Formulierung gefunden werden, die alle verlangten Zah-
len umfasst. Allenfalls kdnnen auch Zusatzerklarungen gegeben werden.

Beispiele: Die 3 Teilbetrage sind 200.- ATS / 150.- ATS / 500.- ATS.
Die Zuge treffen einander um 13.30 Uhr und zwar 224 km von Inns-

bruck entfernt.
Die Abmessungen des urspringlichen Rechtecks betragen 48 mm

und 64 mm.

7. Probe: Sie ist im (blichen Sinne nicht durchfihrbar und damit eine Erschwernis
far die Schdler.
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Bemerkungen:

Nach Mdglichkeit sollen keine Antworten, die von vornherein unmdglich erschei-

nen bzw. ,iberraschende Ergebnisse“ gegeben werden, wie:

 [n dieser Klasse gibt es 16Y2 Kinder.
(Bei Personenanzahl ist Grundmenge N.)

« Die Tochter ist 44 Jahre alt, ihr Vater 16 Jahre.
(Ungleichung!)

« Der Zug fahrt von Wien nach Zlrich in 12 Minuten.
(Grobe Schatzung zweckmasig!)

« Gerhard erhalt von 500.- ATS einen Betrag von 780 .- ATS zurlck.
(Ungleichung, Intervall!)

« Der Zylinderradius ist O.
(Fragwardiger Randwert)

« Die Glasscheibe des Fensters wiegt 68 Tonnen.
(Schatzung aus der Alltagserfahrung)

« Gerlinde aB Eis um 16.000.- DM.
(Preis — Menge)

» Die ErmaBigung war so groB, dass man nur mehr 137% bezahlen musste.
(Definition von Prozent)

3. VEREINFACHUNGSMOGLICHKEITEN

Oberstes Prinzip ist, dass durch allfdllige Vereinfachungen weder Lésungen hinzu-
kommen, noch verloren gehen darfen.

1. Konstanter Faktor: Haufigste und einfachste Art, die Zielfunktion zu vereinfa-
chen. Er gilt:
y = ¢.f(x) y =f(x) y' =y

2. Weglassen der Wurzel: In vielen Fallen spielen Vorzeichendiskussionen keine
Rolle, weil nur positive Werte sinnvoll sind (Geometrie).
Es gilt: Hat der Wurzelwert ein Extremum, so auch der Radikand.

y =f(x) =y =53—"=’(‘%7 = y*' = 0 & Ableitung des Wurzelradikands ist 0

Die Art des Extremums ist dieselbe, wie man leicht durch weiteres Ableiten fest-
stellen kann.

3. Kehrwert (Art des Extremums): Bei unangenehmen Bruchtermen kann es
zweckmaBig sein, den Kehrwert nach dem anderen Extremum zu untersuchen,
denn es gilt:

f(x) = max (min) < g — min (max)

4. Sinnlose Randextrema: Man beachte, dass beim L&sungsvorgang auch sinnlose
Randextrema auftreten kdnnen, die zwar theoretisch richtig sind, aber fir das ge-
genstandlich Problem keinen Sinn ergeben.

Beispiel: Die Abmessung ist 0 oder der Hochstwert.

Ausscheiden von theoretischen Lésungen: Der Zahlenwert ist zwar richtig,
liegt aber auBerhalb des Intervalles der Grundmenge. Beispiel: Lange | = -3.
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4. EXTREMWERTAUFGABE als besondere TEXTAUFGABE

Gegeben ist eine dreiziffrige Zahl, de-
ren Ziffern aufeinanderfolgende Ziffern
sind. Vertauscht man die Hunderterzif-
fer mit der Einerziffer, so ist die neue
Zahl um 36 kleiner als das Doppelte der
urspringlichen Zahi.

Wie lauten diese beiden Zahien?

Ein Rechteck hat die Abmessungen | =
16 cm, b = 10 cm. Durch Abschneiden
der Ecken in quadratischer Form erhéit
man das Netz fur eine Schachtel (ohne
Deckel). Wie gro8 muss man die abzu-
schneidenden quadratischen Sticke
wahlen, damit die Schachtel das grofte
Volumen erhalt und wie groB ist die-
ses?

(1) Wahl der Variablen

X = Hunderterziffer der 1. Zahl

(1) Wabhl der Variablen

Stecke x laut Skizze.
%

%

(2) Grundmenge G = {1,2,3,4,5,6,7}

0 kommt nicht in Frage,
8,9 sind zu grof!

(2) Grundmenge = Nebenbedingung

hl=8E
hb=5E={xe 310<x<5}

(3) Aufstellen von Termen
(Zweckmagig in Tabellenform)

Z4 Z2
H: x X+2
Z: x+1  x+1
E: x+2 X
Werte der Zahlen:

21 =100x + 10(x + 1) + 1(x + 2)
2= 100(x + 2) + 10(x + 1) + 1x

Zy + 36 = 2.2

(3) Aufstellen von Termen

a=16-2x b=10-2x c=X
VQuadef = a.b.C ( in ES)

Man erhalt daher fir das Quader-
volumen:

V =f(x) = x(16 - 2x)(10 - 2x)

V = f(x) = x(160 - 20x - 32x + 4x?)

V = f(x) = x(4x? - 52x + 160)

V = f(x) = 4x% - 52x% + 160x

Gleichsetzung von Termen:

100(x +2) + 10(x + 1) + x + 36 =
=2[100x + 10(x + 1) + x + 2

Alle vorkommenden GrdBen sind
nun als Terme in x dargestellt und
die Beziehung zwischen diesen lie-
fert die Gleichung zur Ermittlung von
X.

Damit ist die ,Zielfunktion®, nach der
spater zu differenzieren sein wird,
erstelit. ‘

Alle 3 Abmessungen des Quaders
wurden durch die Variable x ausge-
drickt.
Vereinfachungsmaglichkeit:

Division durch 4. Dies ergibt:

_f(x) x? - 13x2? + 40x

(4) Lésung der Ansatzgleichung:

100x + 200+ 10x + 10 + X + 36 =
=2(100x + 10x + 10 + X + 2)

(4) Ableitung der Zielfunktion und ihre
Nullstellen

f(x)= x* - 13x2 + 40x

V=
Vi=f(x)=3x2-26x+40 =0
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100x + 200 + 10x + 10 + x + 36 = x2-Bx+ L=0
=200X+20X+20+2X+4 | (X'2)(X'-2§Q-)~—-O
111X + 246 = 222x + 24 =2 X=%
111x = 222 - Ei2ly1) ExAZRlyd)
X=2 '
(5) Lésungsmenge (5) Lésungsmenge
2¢G =L =1{2} 2eG, jedoch 2¢G = L = {2}
(6) Formulierung der Antwort: (6) Formulierung der Antwort:

Die urspringliche Zahl lautet 234 Es sind Quadrate mit 2 cm Seiten-
und demnach die neue Zahl 432. lange von den Ecken abzuschnei-
den, sodass der entstehende Qua-
der die Abmessungen a = 12 cm,
b=6 cm und ¢ = 2 cm erhélt. Das
maximale Volumen betragt dann

144 cm?.
(7) Probe: (7) ,Probe” = Kontrolle
234.2 - 36 =432 oder V(1) = 14.8.1 = 112
468 = 36 + 432 V(3) =10.4.3 =120

Hinweise: Einfaches Modell vorfihren!
Berechnung des Volumens fir x = 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 4. Bei x=5 und x=0
erhait man V = 0 (sinnlose Randextrema)
Eine 1. Klasse kdnnte mehrere Quader entsprechend der Angabe far
Prasentation herstellen.

A Kurvendiskussion:
Aus der Herleitung der Funktlonsglelchung
ergibt sich:

y = 4x(x — 5)(x - 8)

Daher:
N;(0/0); N2(5/0); N3(8/0)

/ Extremwert nur Max(2/144) innerhalb des
Intervalls [0;5], welches der Grundmenge
entspricht.
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5. BEISPIELE

1. Kantenmodell eines Quaders:
Aus einem 120 cm langen Draht soll ein Kantenmodell eines Quaders hergestelit

werden, dessen eine Kante dreimal so lang ist wie eine andere Kante. Wie sind die
Abmessungen des Quaders zu wahlen, wenn sein Volumen maximal sein soll?

(1) h = Hohe des Quaders
(2)0<h<30
B K=4(0+b+h)=120 h
l+b+h=30
|+3h+h=30
| =30-4h b
(4) V=1.b.h =h.3h.(30-h) |
f(h) = 90h? - 12h?
f'(h) = 180h - 36h? =0
Bhth-5=0
hy=0 ha=5
(5) L = {5}
@B)I=10cmb=15cm h=5cm Vmax = 750 cm?®

Bemerkungen:
Kantenmodell eines Quaders vorzeigen.
Nachvollzug von | + b + h = 30 mit kleinen Zahlen ist leicht mdglich.
Kurvendiskussion von f(h) ist leicht: Ny = N2(0/0), N3(7,5/0)
E(0/0), E2(5/750)
W(2,5/375)

2. Trapez mit eingeschriebenem Rechteck:
Ein gleichschenkeliges Trapez ist durch a = 160 E, ¢ = 60 E und h = 45 E gegeben.

Diesem sind Rechtecke so einzuschreiben, dass sie eine Seite auf der Basis des

Trapezes liegen.
Welche MaBe hat das flachengroBte Rechteck?

(1) x = Strecke laut Skizze
(2)0<x<80 ' h 45
(3) Wegen Strahlensatz gilt:
y:x=45:50=0,9 y
y = 0,9x
(4) A = y(160 — 2x) = 0,9x(160 — 2x) | X
f(X) = 1 60)( - 2X2 0.5(a-c)=50
f(x) =160-4x=0
X =40

(5) L = {40}
(6) A = 0,9.40.(160 — 2.40) = 36.80 = 2880

Bemerkungen:
Sinnlose Randextrema: Bei x = 0 und x = 80 erhdlt man A = 0 E2
Die Kurvendiskussion liefert: N1(0/0), N2(80/0)

H(40/2880)
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3. Quadrische Saule:
Welche quadrische Séule mit der Oberﬂache O =240 cm? hat den groBten Raumin-

halt und wie groB ist dieser?

(1) a = Seite des Grundquadrates
(2) a > 0 (als Streckenlange
(3) O = 2a% + 4ah = 240

a? +2ah =120

2ah = 120 - a?

120-a°
h 2a
= ad (2): 120-a?<0
a?< 120

also: 0 < a < 4120
(4) V = ath = a® 122" = 1a(120 - a?)

f(a) = 120a - a3
f(a) =120-3a2=0
a?=40
(5) L = {40}

(6) Vimax = a%h = 40128 cm? = 40. & cm® = 40440 cm?

Bemerkungen:

Modell eines solchen Korpers mitnehmen.
Kurvendiskussion liefert: N1(0/0), N2(+/120 /0), Na(-~+/120 /0);
E1(+/40/40+/40), Ex(- /40 /ye»).

4. Rechtwinkeliges Dreieck mit maximaler Flache:

Uber der gegebenen Hypotenuse c ist jenes rechtwinkelige Dreieck zu errichten,
welches die groBte Flache hat. Zeige, dass das rechtwinkelig-gleichschenkelige
Dreieck (= halbes Quadrat) diese Bedingung erfullt!

(1) p = enabschnitt
(20< p <cC
B)A=%
Hohensatz: h=pgmitg=c-p

A = $./plc-p) h
A? = (£)*p(c - p)

(4) f(p) = plc — p) = cp — p?
f(p)=c—-2p=0 P q=cp
P=%

(5) L ={¢}

(6) Die Maximalforderung ist fir die halbe Hypotenuse als Héhe erfilit. Damit ist p =
q und daher auch a = b. es liegt also ein gleichschenkeliges rechtwinkeliges Drei-

eck vor.
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Bemerkungen:
Es ist sofort einsichtig, dass der maximale Flacheninhalt beli maximaler Hohe erreicht

wird.
Bei zahireichen Aufgaben liegt der Typ y = x(a - x) = ax — x? vor, wobei a eine Kon-
stante ist. Der Extremwert liegt dann, wie oben zu sehen ist, in der Mitte zwischen

Ound a.

5. Gleichschenkeliges Dreieck (HERON’sche Flichenformel):
Zeige: Von allen Dreiecken mit gegebener Seite ¢ und gegebenem Umfang U hat

das gleichschenkelige Dreieck den groBten Flacheninhalt!

(1) a = Dreieckseite

(2)0<a<U-c
B)b=U=(c+a)
2s=U

A= \s(s-a)(s-b)(s-c)
A?2=gs(s—a)(s-b)(s—-c)
A% = s(s —c)[s?- (a + b)s + ab]
A? = s(s — c)[s?- (U ~c)s +aU —a(c + a)]
fa)=Ua—-ca—-a?+s?-(U-¢)s
4)f(@=U-c-2a=0
6)L={%}
B)b=a

6. Kanalbau:
Ein Kanal hat einen rechteckigen Querschnitt von A E2. Welche Abmessungen muss

man dem Rechteck geben, damit fir die Ummauerung am wenigsten Material ver-
braucht wird? Der Kanal ist oben offen!

(1) I = Lange des Rechteckes

2)0<l<A

A=lb = b=4 °
U=I1+2b
ul)=t+24%4

@UM=1-2=0 |
2= 2A

(5) L = {v2A)

(6)b=4=7§7=§,§.=%
Das Rechteck ist doppelt so breit wie lang. Das bedeutet, es besteht aus zwei

aneinandergereihten Quadraten.

7. Drehung eines Rechtecks zu einem Zylinder:

Ein Rechteck vom Umfang U dreht sich um eine seiner Seiten. Wie missen die Ab-
messungen gewahit werden, damit

a) der Mantel

b) das Volumen

des entstehenden Drehzylinders méglichst gro3 wird?
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a) i
(1)1 =Lange (=1 | i
(20<l<¥y ' i
(U=2(+b)

b=y -I

M = 2rzh = 2rrh

f() =rh
@)=y -D=31-P

fl)=Y-2=0

=4 i

2
(5) L =1{%}
6)b=1=Y% =  Das Rechteck ist ein Quadrat.

b)

(1) wie oben

(2) wie oben

(3) V = r?zh = I?xb
() =12(% -1
() = L1-1°

@ =Ul-3kF=0
w-3D=0
h=0 =%

6)L=1{Y)
©b=y¢ = I=2b

8. Regattaboje 1:
Ein Schwimmkdrper hat die Gestalt eines Zylinders mit aufgesetztem Kegel (d.h.: die

beiden Teile haben gleich groBe Basiskreise). Die Hohe des Kegels betragt % des

Durchmessers des Basiskreises.

a) Wie sind die Abmessungen von Zylinder und Kegel zu wahlen, damit bei vorgege-
benem Volumen V = 384z E* am wenigsten Material zum Bau verbraucht wird?

b) Zeige, dass dabei Zylinder und Kegel gleich hoch sind!

(1) r = gemeinsamer Radius 53¢
@r>0
(3) O = Agasiskreis + MZylinder + MKegeI
V= VZyllnder + VKegel = 384xn r
rethzm + P 3r4n = 384x
rthz + §r° =384
rthz = 384 - ¢r°

hz=§r%i-%r

hz 4/3r

O =2z + 2rxh + ras
O=(+2rh+ 3
O=(3r+2rh)x=[5r2+r(B - £1)]2x

O=[(4-3r+ #]2x
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(B) L = {6}

(6) hKegel=8E
SKege|=1OE
Nzyiinger = B2 -46 =% -2 =2 =8

O=(8.36 +2.6.8)n=(96 + 96)xn
O =128z E?

9. Ausschneidebogen fiir eine Pyramide:

Aus einem quadratischen Stiick Karton von 10 cm Seitenldange werden 4 kongruente
gleichschenkelige Dreiecke, deren Basen die Quadratseiten sind, so weggeschnitten,
dass man das Netz einer quadratischen Pyramide erhalt.

Wie sind die Abmessungen der Pyramide zu wahlen, damit sie das groBte Volumen

erhalt?

(1) a = Seitenldnge des Basisquadrates
(2) (2)0<a<5v2

(3) Seitenflachenhéhe h = 542 - 1a ‘ (
ht=50-52a+ £ ‘
Korperhdhe H: Hz=h?- & ‘
V=taH ) “ 5

V3(a) = $ a*He = { a*(50 - 5+2a) S
V(a) = §(10a* - 422°) s
f(a) = 10a* - 2a°
(4) f(a) = 40a°- 542 a* =0 h
5a%8 - v2a) =0 H
(5) L = (442}
(6) H2 = 50 - 542 442 =50 - 40 = 10 Mo

V= 132410 E*~ 33,73 E?

Bemerkungen:
Papier fur jeden Schuler mitnehmen, ausschneiden lassen.

Selber vorher Modell anfertigen und mitnehmen.

10. Kegelformiger Trichter:
Ein kegelférmiger Trichter soll ein Volumen von V = 36x cm?® Flussigkeit fassen. Da-

mit an seinen Wanden maglichst wenig Flissigkeit durch Adhésion verloren geht, soll
er eine moglichst kleine Wandflache haben. (Man denke an die Filtrierung in Che-

miel)
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Welche Abmessungen sind zu wahlen?

(1) h = Kérperhéhe

(2)0<h
B r+h2=s?
V=22 =36x
rth = 108 r’h? = 108h
r2= 18
h
rt =(12)
M=rxs

M? = rPn2s? = 72r2(1% + h?) = 2%(r* + 12h?)
M? = n2(1%~ + 108h)

M2 = 10872(1% + h)

f(h)= & +h

4 f(h)=-22 +1=0
h®=216

(5) L = {6}

@) r2=12 =18
r=3~/§
s?=rr+h?=18+36=54
S=3~/§
M =3+v2.7.3/6

M = 18+/3 x cm? = 97,94 cm?

11. Turm mit Dach:

Ein Turm mit quadratischer Grundflache soll ein pyramidenférmiges Dach mit 100 m?*

Fassungsraum erhalten, wobei die Dachflache minimal sein soll.

a) Welche Abmessungen hat das Dach?
b) Wie weit steht es vor?

¢) Welchen Neigungswinkel haben die Dachflachen?

(1) x = Seitenldnge das Basisquadrates
x>0
(3) y = Kérperhéhe

V=2 =100

x%y = 300

y=3F

A= 4-ADreieck
A=agfiry?

A? = (% +y)
f(x) = £ + x2y?

f(x) = & + 200

(4) f(x) = x° - 1290 =

X2
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x5 = 180000
(5) L = {4180000 }

6)y=3150 m=531m
x = $180000 m=7,51 m
A? = x* + 4x%y? = 3187,98 + 6375,95 = 9563,93
A = 97,8 m?

12. Tunnel:

Das Gewdlbe eines Tunnels hat einen Querschnitt von der Form einer Halbellipse mit
horizontaler Hauptachse. Die Gesamtbreite betragt 642 m, die Hohe vom Gewdlbe-
ansatz bis zum Scheitel 2 m. Bei einer VergroBerung des Tunnels soll das Gewdlbe
so ausgebrochen werden, dass sein Querschnitt zu einem gleichschenkeligen Drei-
eck wird, dessen Basis auf der Hohe der Hauptachse der Halbellipse liegt.

a) Wie breit wird der neue Tunnel, wenn der Gesteinsausbruch minimal sein soll?

b) Um wie viel wird die Querschnittsfliche vergroBert?

(1) u = x-Koordinate des BerGhrungspunktes P Ay

(2)0<u<a
(3) 2a =642 S
a=32 =a?2=18
b=2=b%*=4 P(uN)
ell: 4x? + 18y2 =72
2%+ 9y? =36
S, X

y = 1 36-2x2 >

P(un) € ell
Tangente in P: 2ux + 9.1 /36 -2u? y = 36

- —_ 12 2
X—O:y—w =>S1(0/75-61_27')
y=0=x=18 = S,(2/0)

A=lt2_18
2 236-2u2 u
f(u) = u2(18 — u?) = 18u? - u*
(4) f(u) = 36u - 4u®

4u(9-u?) =0

uy =0, U2=~3, U3=3
(5)L =13}
6)x=28=6

V= g = =22

Aneu = 6.24/2 m? = 16,97 m?

Ay = Labz = 32y m? = 13,32 m?

Die Querschnittsflache wird um ca. 3,65 m? vergréBert.

13. Reqattaboje 2:
Ein Schwimmkadrper besteht aus einem Zylinder mit einerseits aufgesetzter Halbku-

gel, andererseits mit aufgesetztem Kegel, jeweils von gleichem Radius. Die Kegelhd-
he betragt # des Basiskreisradius.




- 58 -

Wie sind die Abmessungen der drei Teilkérper zu wéahlen, damit bei der Herstellung
der Boje so wenig Blech wie mdglich benétigt wird und der Inhalt 312x E? betragt?

(1) r = gemeinsamer Radius $r
@r>0 r h
(3) V = Vkugel + Vzyiinder + Vieget ~ fomememe ofrmemm s e o mem e

V=2%rn+rinh+ 3rPngr=312x

(2 + $)r*+r*h=312

01+ r*h =312

rrh=312- 2r

rh= %2 - 2

2rth= 8 - 22

O = Okugel + Ozylinder + Okegel

O =2z + 2rzth + re3r

O = 4rén + 2rhx
O=n(irr+ & - 2y)
O=n(-1§:-,-f2+ 6—?‘-‘-)
O=13x(% + £)
f=95+%

4) £(r) = %I’- —:25 =0
=216

(5) L = {6}

- 312 10, 312 _ 60 _ 26 20
(6) hzylinder = - §7=%% "9 =3 "3 =3

thllnder =2E

hKegel = 8 E
r=6E

14. Konservendose:
Eine Konservendose hat die Form eines Zylinders und soll bei gegebenem Volumen

von 1 dm? in Hinblick auf die Herstellungskosten eine mdglichst kleine Oberflache
haben. Wie ist die zylindrische Dose zu dimensionieren?
(1) r = Zylinderradius

@r>0
3 V= r’zh = 1
O=2r(r+h)x

O = 2x(r? + rh)
O=2x(r+ L)

f=r+ L
(@) f() =2r- & =0
2r=-L
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G L= {3}

(6)h=1(Y2n)2= 34 =23F =2r
Unter allen Zylindern mit vorgegebenem Volumen hat der gleichseitige Zylinder
(Durchmesser = Hohe) die kleinste Oberflache.

Bemerkungen:
Die Rechnung verlauft genau so, wenn man V allgemein lasst.

Man erhdlth = 2r = 2.3/
Mehrere zylindrische Dosen besorgen, bei denen das Verhaltnis h:d verschieden ist:

Bierdose Kompottdose Fischdose
schmal, hoch annéhernd gleiche GroBen breit, niedrig
h:d = 2:1 h:d = 1:1 hid=1:2

15. Rinne mit trapezférmigen Querschnitt: .

Aus drei gleich breiten Brettern (Breite b) soll eine Rinne von trapezférmigem Quer-
schnitt so angefertigt werden, dass mit ihr eine méglichst groBe Wassermenge ab-
geleitet werden kann. Welchen Winkel schlieBen die Bretter ein?

a) Ldse mit Langen als Variable!

b) Lose mit Winkel als Variable!

S
a

b b
b
(1) h = Trapezhdhe (1) = Neigungswinkel der Seitenwande
(2)0<h<b (2) 90° < a < 180°
@) c=b+2s=b+2vb?-h? (3) sina. = § =» h = b.sina
e 2b+2\/2b2~h2 =b+ Jbi-h2 cosa = § = s =b.cosa
c=b+2s=b+2b.cosa

A= 2 h = bh + hyb? —h? s2 _ b + b.cosa

f(h) = bh + hvb? -—'h2 L A= %2h = (b + b.cosa).b.sina
(4) F(h) = b + (b2 - h?)" + hta(b? - h2) *(-2h) f(a) =.sinc.(1 + cosa)

fh) =0 (4) f(a) = cosa(l + cosa) + sina(-sina) = 0

b(b? - h?)" + b2 -h?-h?=0
b(b? - h3)* = 2h? - b2
b2(b? - h?) = 4h* — 4h?b? + b*

sin?a - cos?a - cosa =0
1 — cos?a - cos?a - cosa =0
2cos?a + cosa-1=0
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b* - b?h? = 4h* — 4h2b? + b* cos?a + Y2 cosa - V2 = 0

3b%h? = 4h* (cosa + 1)(cosa - 14) = 0

3b? = 4h? " cosay=-1=04=180°
(5) L ={Lb} cosaz = %2 = o = 60°
(6) s2=b?- 3b% = 1b? (5) L = {60°%

s=3% =>a=60° (6)h=§b

Am—al’-—‘@b—s’/—bz S=%

Bemerkung:
Modell aus 5 gleich langen Staben mitbringen (c = 2b).

16. Grundstiicksverkleinerung:

Auf einem rechteckigen Ackergrundstick ABCD, das mit der Ecke A an eine Stra-
Benkreuzung grenzt, steht ein Baum B. Er ist 8 m von AD und 4 m von AB entfernt.
Wegen einer StraBenverbreiterung bei der Kreuzung soll die Ecke A durch einen ge-
radlinigen, dicht am Baum vorbeifihrenden Zaun abgetrennt werden.

a) Der Grundbesitzer will so wenig wie moglich Grund verlieren. Wie ist der Zaun zu
ziehen (= Gleichung der Geraden)?

b) Wie lande ist der Zaun?

c) Wie gro8 ist das abgetrennte Flachenstick?

(1) x auf AP, laut Skizze
(2)0<x< AB
(3) Strahlensatz: 4:x = y:8
y=%
=18 + x)(4 +y) y
=158 +X)(4 + 2 Baum
A=2@8+X(1+2)
A=28+x+% +8) o
A=2(16+X+%) A 8 X \’
f(x) =16 +x + &
@fx)=1-%=0
X2 = 64
(5) L= {8}
P1(16/0), P2(0/8)
> = 162 + 82 = 320
l=+/320 m=17,9m
Q:y=-"%x+8
g:Xx+2y =16

A
\PZ

17. Wohnraumausniitzung:
Ein Haus soll einen rechteckigen Grundriss erhalten und bis zur Dachtraufe 7 m hoch

sein. Darlber erhebt sich ein Giebeldach mit einem Neigungswinkel von 45°. Die
AuBenmauern bestehen also aus zwei Rechtecken und zwei unregeimagigen Finf-
ecken, deren Gesamtflache 430 m? betragt.
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Wie sind die Abmessungen des Grundrechteckes zu wahlen, wenn der quaderformi-
ge Raum bis zur Dachtraufe flir das Wohnen gedacht ist und mdglichst gro8 sein

soll?

(1) b = Breite des Hauses =
= Basis der finfeckigen Hausmauer
2 b>0
(3) 2(7b + &) + 2.7b = 430 | 45° 45°

28b + b? + 28| = 860 b
28] = 860 — 28b — b?
V=7lb
f(b) = (860 — 28b — b2)b ;
f(b) = 860b — 28b* - b’

(4) f'(b) = 860 — 56b - 3b? = 0

b2+ £b-22 =0 5
bio=-2+ [B+280 - By [58 -.24+3

(5) L ={10}

(6) | = 24 (860 — 280 — 100) = 42
|=12

V=710.22 m*=1200 m®

18. Bewegqungsaufgabe:
Zwei Korper bewegen sich gleichformig auf geraden Bahnen in Richtung des

Schnittpunktes. Die Bahnen schlieBen den Winkel B ein. Die Entfernungen zum
Schnittpunkt betragen a bzw. b (in m), die Geschwindigkeiten ¢, und cz (in m/s).
a) Wann ist die Entfernung der beiden Korper am kleinsten?
b) Welche einfachere Beziehung ergibt sich fir f = 90°?
c) Welche Ergebnisse erhalt man fir a=100m, b =80m,
ci=10m/s, c; = 15 m/s,
B = 60°7?

a)
(1) t = Zeit
(2) ¢>0) A (a=cit>0) A (b—cat>0) >
(3) Cosinussatz:
s? = (a—cyt)2 + (b —cot)? - 2(a — c1t)(b - cat)cosP
(4) (1) = 2(a — cit)(-c1) + 2(b — cat)(-c2) -
- 2cospl-c1(b — cat) — cal@a—cif)] = 0 S
f(t) = -2acy + 2¢1%t — 2bcp + 2¢5°t —
- 2cosf(-c1b — cza + 2¢1Cat) = 0
t(2¢42 + 2¢5% - 4c1Cac0Sp) = 2acy + 2bcy — 2cosP(cib + ¢za)
t(cy? + co? - 2c102003}3) = ac; + bcy — cosPlcib + ¢2a)

(5) L - {ac,+bc,—(ac2+bc,)cosa
U ¢,24c,%-20,c, o8B

a

b)
[3 =90° = COS[,)) =0=t= ac,+be,

C'z +C22
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)

0B
cos 60° = 0,5 /
t= 1000+1200-(1500+800)0,5 = 1 41 -1150 = 1050

100+225-1 17! 176
t=6s

a-cit=100-60m=40m
b—cst=80-90m =- 10 m = Das Problem
ist mit Grundmenge aus (2) nicht losbar. A Lo

19. Kellerfenster:

Ein Kellerfenster soll die Form eines Rechteckes mit aufgesetztem Halbkreis erhal-
ten. Der Umfang soll U sein. Wie sind die Abmessungen des Rechteckes zu wahlen,
dass das Fenster moglichst viel Licht einldsst?

(1) r = Radius des Halbkreises

@r>0

(U=rx+2r+2h
2h=U~(rn +2r)
A=2rh+ %12
A=Ur-rirx+2r) + 3r2
A(r) =Ur—(2 + $)r?

(4) A =U-2(2+ £)r=0
U=@4+)r

G L={:%}

6) 2h =U—r(x +2)
2h=U- L (x+2)

v Uln+4)-Ul+2) _ 20U

2h = x+4 = 44n
h=r

Bemerkung:

Vergleiche mit dem Beispiel Kanall

20. Kanal:
Ein Kanalquerschnitt soll die Form eines Rechteckes mit aufgesetztem Halbkreis er-

halten. Die Querschnittsfliche soll A sein. Wie sind die Abmessungen des Rechtek-
kes zu wahlen, damit fur die Ummauerung so wenig wie moglich Material gebraucht

wird?

(1) r = Radius des Halbkreises
@r>0
(3)A=2rh + 3r°

2rh=A-3r?

_ 2A—r%x
h = 4r

U=rx+2r+2h

U = &% 4+ 2r+
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U =Al +@2+ %)
@U@ =-+A+2+5)=0
2% =4+n

B L={/Z}

(6) h = A%

h = 2A-Zn _ 2An+8A~—_2A:: . 8A s 2A _ 4A%
a2 (4+m4 22 44+nfE @G+ V@+n)2A
h = Tz-éx- =T
Bemerkung:

Vergleiche mit dem Beispiel Kellerfenster!

21. Wir bauen ein Zelt:
Aus 4 Stangen der Lénge s soll eine Zeltpyramide mit quadratischer Grundflache und

moglichst groBem Volumen hergestelit werden!
h = Hoéhe der Pyramide

(1) O<h<s
(2) a = Seite des Grundquadrates n S
s?=h*+ a* = a?=2(s%- h?

V=2t = V=ah=(s*-hdh=sh-h°
@) V'=f(h)=52-31?=0 = h=$§43
@) L=1{$V3}
ah  2s*-%) s 22s?) s 443
= * o 3 = ] " — T2 e 3
A S Al

Nﬂél

(5) Vmax =

22. Umsatz steigern:
Ein Verlag hat durch eine Umfrage festgestellt, dass zu den 1000 Beziehern einer

Zeitschrift immer dann weitere 100 hinzukommen wirden, wenn man den urspringli-
chen Bezugspreis von 300.- ATS um jeweils 10.- ATS senken warde. Welcher Preis

ist fir den Verlag am ginstigsten?

(1) n = Anzahl der Preisreduktionen zu je 10.- ATS

(2) (ne 2) A(n<30)

(3) G =f(n) = (1000 + 100n).(300 — 10n)
G = f(n) = -1000n? + 20 000n + 300 000
G=f(n) =-n?+20n + 30

4) G'=f'(N)=-2n+20=0 = n=10
G“=-2

(5) L={10}
(6) Optimal sind 2000 Bezieher und ein Bezugspreis von 200.- ATS. Daraus ergibt

sich der maximale Gewinn von 400 000.- ATS.
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23. Kegel mit unendiich vielen eingeschriebenen Zylindern:

Gegeben ist ein Kegel, dessen Hohe doppelt so hoch ist wie sein Radius R.

Diesem Kegel ist der volumsgroBte Zylinder einzuschreiben. Wie groB ist dieses? In

welchem Verhaltnis steht es zum Kegelvolumen?

Dem Restkegel ist auf gleiche Art wieder ein Zylinder einzuschreiben, u.s.w. Wie

groB ist das Volumen aller Zylinder? In welchem Verhéltnis steht es zum Kegelvolu-

men?

s

(1) r = Zylinderradius

2 0<r<R

(3) Vz = r*xh = r’n2(R - 1)

4N =2Rr-3rr=0
rer-3n=0 r=0
3r=2R 2R

®)L={%R}

% R 2(R-n

R-r r

Wegen der zentrischer Ahnlichkeit mit Zentrum S

ergibt sich eine geometrische Reihe mitq = & .

vy 2R
-qa 7

Vo:Vk=SRon: 2R%=12:19

Vw

= 8 R3
= 5 Rn

24. Wohnflache:

Ein Haus mit rechteckigem Grundriss hat 25 cm dicke AuBenwénde. Zwei zueinan-
der parallele Zwischenwande sind 10 cm dick. Die Querschnittflache der Mauern soll
14 m? nicht Gberschreiten (TUren und Fenster bleiben unberticksichtigt). Welche Au-
BenmaBe hat dieses Haus, wenn die Wohnflidche maximal sein soll?

(1) x = Lange eines Zimmers

(2) y = Breite des gesamten Hauses
d = AuBenmauerdicke = 0,25 m
a = Zwischenmauerdicke = 0,1 m X

(3) A=(y-0,5x-0,2x
14 =y.0,25.2 + x.0,25.2 + x.0,1.2
14 = 0,5y + 0,7x
y=28- 1,4x

(4) f(x) = (27,5 -1,4x)x - 0,2x y
f(x) = 27,3x — 1,4x?

(5) f(x) =27,3-28x=0 = x=9,75m
f“(x) = -2,8 y=1435m

(6) A=133,0875 m?




- 65 -

25. Kiseglocke:

In einer halbkugelférmigen Kaseglocke (R = 12 cm) sollen ein Stack zyliderformiger
Kase (Nahrwert 9 kJ/cm?) und ein Stick kugelférmiger Kase mit 18 kd/cm?® Nahrwert
untergebracht werden. Bei welchen Dimensionen ist die Energie maximal?

(1) x = Zylinderradius

(2) 0<x<R 2
@) ¥+y*=R? = x*=R%-y?
2r+y=R = r=58¢ y -
E(x) = 9x?ny + 184= ' -

fly) = Ry —y* + 43 (R* - 3R% + 3Ry? - y3)
(4) f'(y) =R?-3y*+ 1(-3R? + 6Ry-3y?) =0
= 3R?-9y?-3R? + 6RYy - 3y*=0
-12y? + 6Ry =0
y1 =0 y2="2R
f“(y) = -6y + 2R - 2y
f“(eR) = -2R
5) L=1{}!
(6) E =9.108.6x + 6.4.27x = 6 480x kJ ~ 20 357,5 kd = 20,3 . 10° kd

26, Flissigkeitstransport im Baum:
Der Wassertransport im Hauptstamm eines Baumes unterliegt einem geringeren Wi-

derstand als in den verzweigenden Asten. Das Verhaltnis der Widerstande ist artspe-
zifisch. Es 148t sich zeigen, dass es daher fir jede Abzweigung einen Zeitoptimalen
Winkel gibt, unter dem der Ast aus dem Hauptstamm wachsen muss, um Wasser-
und Nahrstofftransport maglichst gut funktionieren zu lassen. Angenommen, ein Blatt
cines Mostbirnenbaumes befindet sich in 4 m Hohe dber dem Boden und sitzt auf
einem Ast 1,5 m (waagrecht) vom Stamm entfernt. Im Hauptstamm sei die FlieBge-
schwindigkeit 1,2 mal so groB wie im abzweigenden Ast. Welcher Winkel ist dann

optimal?

(1) a = Verzweigungswinkel 15

(2) 0° < a0 < 90°
(3) sina =2 = Y=g o
4-x 4 Y

cosa=+* = X=4-y.cosa
_ s Sy _. y
=ste T imty
- 4—;}%cosa1zv+;};§; _ 1 4sina-15cosa +18 X
’ Vv 1,2v sina :

4sing-15cosa+1.8
(4) f(cr) = Asnazibcoserid

f‘( )_ (4cosa+l5sing)sina-(4sina-15cosa+l8)cosa _ dsinacosa+1.5sin? a-4sinacosa+lScos? a-1.8cosa _
sina sin®a
_ 15-18cosa i 1-12c08a
T sinfa " sinfa

f(a) =0 = 1-1,2cosa =0
cosa = 75
a = 33,56°
(5) L = {33,56}
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(6) Der optimale Winkel betragt ca. 34°.

Bemerkung: '
Diese Aufgabe ist auch mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes ldsbar (vgl. nach-

Die vereinfachte Zielfunktion lautet dann: f(x) = x + 1,2 Jx"' -8x+18,25 und fuhrt auf

stes Beispiel).

die Losung x = 1,73.

27. Zwei Freunde:

Ein junger Mann befindet sich in einem Mietboot auf einem See. Er hat sich 300 m in
normaler Richtung zum geradlinig verlaufenden Ufer vom Bootssteg entfernt und will
in klrzester Zeit seine Freundin erreichen, die sich 500 m vom Steg entfernt am
Strand sonnt. Wo muss der junge Mann landen, wenn er in 1 Stunde § km weit ge-

hen, aber nur 4 km/h rudern kann? Wie lange ist er unterwegs?

(1)
(2)
3

(4)

(5)

(6)

y = Entfernung Landepunkt — Freundin

0<y<0,5(in km) Boot
x = Entfernung Boot — Landepunkt
t=4 300 X
- Y = )2 = [v? _ y
- ‘[0’09-‘-(0,5 & \/Y y+034 Steg 5 Freundin
S2=Y
fy) = L+14y? -y +0,34
¢ —~ 1.1 2y-1 _
P = $+ i =0

8,y?-y+034 +10y-5=0

8,y?-y+034 =5-10y

64y? - 64y + 21,76 = 25 — 100y + 100y?2

36y%-36y + 3,24=0

y2-y+0,09=0

y12=051 016

L = {0,1} y2 = 0,9 nicht sinnvoll!

f(0,1) = 95-’-+-}«f0,01-0,1+0,34 =0,02 + 0,25.0,5 = 0,02 + 0,125 = 0,145
0,145 h = 0,145.60 min = 8,7 min

Der junge Mann muss 100 m neben seiner Freundin an Land gehen und ist ca. 9

Minuten unterwegs.
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